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ПОЯСНИТЕЛЬНАЯ ЗАПИСКА

Целью преподавания курса «Уравнения в частных производных» является изучение и применение математических методов для решения задач, описывающих различные как физические процессы, так и экономические.


Задачи преподавания следующие:

· умение формализовать и записывать в математических терминах некоторые типы физических и экономических  задач;

· навыки классификации уравнений второго порядка;

· усвоение методов решения различных типов задач ДУЧП и умение физически интерпретировать полученные результаты;

· развитие технических навыков решения классических задач  для ДУЧП;

· усвоение общих свойств решений уравнений гиперболического, параболического и эллиптического типа;

Для изучения курса необходимы сведения из следующих дисциплин:

· линейная алгебра (векторно-матричное исчисление, решение алгебраических уравнений, квадратичные формы);

· математический анализ (теория пределов, непрерывность функций, дифференциальное и интегральное исчисления, степенные ряды, ряды Фурье, теория поля);

· дифференциальные уравнения (уравнения первого порядка, линейные уравнения с постоянными коэффициентами, системы линейных уравнений);

теория функций комплексного переменного (условия Коши-Римана, преобразование Фурье).
Дисциплина обязательного компонента «Уравнения в частных производных» изучается студентами 3 курса специальности 1-31 03 06-01 «Экономическая кибернетика (математические методы и компьютерное моделирование в экономике)».

Общее количество часов -- 145; аудиторное количество часов – 68, из них: лекции – 24 часа; лабораторные занятия – 34 часа, контролируемая самостоятельная работа – 10 часов. Форма отчетности — зачет, экзамен.

Содержание учебного материала 

Раздел 1. Основные понятия об уравнениях с частными производными и их классификация
Тема 1.1. Классификация линейных уравнений второго порядка с частными производными

Основные определения. Классические представители уравнений в частных производных. Классификация линейных уравнений с частными производными в точке (в области). Понятия о характеристиках уравнений с частными производными.
Тема 1.2. Приведение к каноническому виду уравнений в частных производных второго порядка в случае двух переменных

Формулы преобразования коэффициентов. Инвариантность типа уравнений при замене независимых переменных. Канонический вид уравнений: а) гиперболического типа; б) параболического типа; в) эллиптического типа.
Тема 1.3. Задачи, приводящие к уравнения гиперболического, параболического и эллиптического типа

Уравнение колебаний струны. Уравнение теплопроводности. Уравнения Лапласа и Пуассона.

Раздел 2. Задачи Коши для уравнений с частными  производными

Тема 2.1. Постановка задачи Коши. Теорема Коши-Ковалевской

Постановка задачи Коши. Разновидности задачи Коши. Необходимое условие разрешимости задачи Коши. Уравнение типа Ковалевской. Теорема Ковалевской.

Тема 2.2. О корректной постановке задачи Коши

Понятие о корректно поставленных задачах. Примеры некорректно поставленных задач: а) задача Коши для гиперболического уравнения с начальными условиями на характеристике; . задача Коши для параболического  уравнения с начальными условиями на характеристике. Пример Адамара.

Тема 2.3. Задача Коши для уравнения колебаний струны

Физическая интерпретация. Метод характеристик решения задачи Коши для однородного уравнения колебаний струны. Формула Даламбера. Задача Коши для неоднородного уравнения колебаний струны. Корректность задачи Коши.

Тема 2.4. Задача Коши для уравнения параболического типа

Понятие интегральных преобразований. Метод интегральных преобразований решения задачи Коши для уравнения параболического типа. Задача Коши для уравнения теплопроводности. Формула Пуассона. Принцип экстремума для уравнения теплопроводности. Единственность и устойчивость решения задачи Коши для уравнения теплопроводности.

Тема 2.5. Обобщенные решения дифференциальных уравнений

Финитные функции. Обобщенные функции. 
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-функция Дирака. Дифференцирование обобщенных функций. Понятие фундаментального решения дифференциального уравнения. Фундаментальное решение уравнения Колмогорова.
Раздел 3. Смешанные задачи для гиперболических и параболических уравнений
Тема 3.1. Смешанная задача (СЗ) для однородных уравнений гиперболического параболического типа
Начальные и граничные условия. Граничные условия первого, второго и третьего рода. Физическая  интерпретация. Смешанные задачи для уравнения колебаний струны. Постановка смешанных задач для уравнения теплопроводности в стержне и пластине.


Тема 3.2. Задача Штурма - Лиувилля. Общая схема метода Фурье
Постановка задачи Штурма – Лиувилля. Свойства собственных значений и собственных функций. Теорема Стеклова (формулировка). Метод Фурье в многомерном случае.
Тема 3.3. Решение методом разделения переменных смешанных задач для однородных уравнений колебаний струны и теплопроводности
Смешанная задача для однородного уравнения колебаний струны. Смешанная задача для однородного уравнения теплопроводности в стержне. Корректность ре решения первой смешанной задачи для уравнения теплопроводности. Смешанная задача для однородного уравнения теплопроводности в пластине. Решение методом разделения переменных смешанных задач для неоднородных уравнений колебаний струны и теплопроводности

Раздел 4. Краевые задачи  для уравнений эллиптического типа

Тема 4.1. Уравнения Лапласа и Пуассона. Гармонические функции
Уравнения Лапласа и Пуассона. Типы краевых задач для уравнений эллиптического типа. Фундаментальное решение уравнения Лапласа. Гармонические функции. Формулы Грина. Интегральная теорема Гаусса
Тема 4.2. Основные свойства гармонических функций

Интегральное представление произвольной и гармонической функций. Дифференцируемость гармонических функций. Теоремы о среднем. Принцип экстремума для гармонических функций.

Тема 4.3. Задачи Дирихле и Неймана

Задача Дирихле для уравнения Пуассона. Задача Неймана для уравнения Пуассона. Метод разделения переменных решения задач Дирихле и Неймана для круга. Корректность внутренних и внешних задач для уравнений Лапласа и Пуассона.
Раздел 5. Уравнения с частными производными в экономических моделях

Тема 5.1. Стохастические процессы. Уравнение Колмогорова
Одномерные марковские стохастические процессы. Многомерные марковские стохастические процессы. Многомерные стохастические процессы. Переходная функция плотности вероятностей одномерных стохастических процессов. Уравнение Колмогорова для стохастических процессов.


Тема 5.2. Моделирование денежных накоплений семьи
Моделирование денежных накоплений семьи с помощью обыкновенных стохастических дифференциальных уравнений. Параболическое уравнение денежных накоплений. Постановка задач для уравнения денежных накоплений. Решение задачи. Коши для уравнения денежных накоплений.

Тема 5.3. Моделирование динамики стоимости акций
Параболические уравнения для плотности акций в пространстве цен. Смешанная задача для уравнения плотности акций. Уравнение Блэка – Шоулса. Смешанная задача для функции стоимости опциона.
УЧЕБНО-МЕТОДИЧЕСКАЯ КАРТА ДИСЦИПЛИНЫ

	Номер раздела, темы, занятия
	Название раздела, темы, занятия;

перечень изучаемых вопросов
	Количество аудиторных часов
	

	
	
	лекции
	практические

занятия
	лабораторные занятия
	Контролируемая самостоятельная

работа студентов
	материальное обеспечение занятия
	литература
	формы контроля знаний

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	1
	Основные понятия об уравнениях с частными производными и их классификация
	4
	
	9
	
	
	
	

	1.1
	Классификация линейных уравнений второго порядка в частных производных
1. Основные определения.
2. Классические представители уравнений в частных производных.

3. Классификация линейных уравнений с частными производными в точке (в области).

4. Понятия о характеристиках уравнений с частными производными.
	2
	
	2
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
[6]
	Защита 
отчетов по лабораторной работе 

	1.2
	Приведение к каноническому виду уравнений в частных производных второго порядка в случае двух переменных
1. Формулы преобразования коэффициентов. 

2. Инвариантность типа уравнений при замене независимых переменных.
3.  Канонический вид уравнений: 
а) гиперболического типа; б) параболического типа; в) эллиптического типа.
4. Приведение к каноническому виду уравнений в частных производных второго порядка в случае двух переменных 
	2
	
	6
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
[6]
	Защита 
отчетов по лабораторной работе

	1.3
	Задачи, приводящие к уравнения гиперболического, параболического и эллиптического типа
1. Уравнение колебаний струны.
2. Уравнение теплопроводности.
3. Уравнения Лапласа и Пуассона.
	
	
	
	2
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5], [6]
	Реферат

	
	Текущий контроль успеваемости студентов по разделу № 1
	
	
	1
	
	
	
	Тестирование

	2
	Задача Коши для уравнений с частными  производными
	6
	
	5
	4
	
	
	

	2.1
	Постановка задачи Коши. Теорема Коши-Ковалевской

1. Постановка задачи Коши.
2. Разновидности задачи Коши.
3. Необходимое условие разрешимости задачи Коши.
4.  Уравнение типа Ковалевской.
5. Теорема Ковалевской.
	2
	
	
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
[6] 
	

	2.2
	О корректной постановке задачи Коши

1 Понятие о корректно поставленных задачах.
2 Примеры некорректно поставленных задач: а) задача Коши для гиперболического уравнения с начальными условиями на характеристике; . задача Коши для параболического  уравнения с начальными условиями на характеристике.
3 Пример Адамара.
	
	
	
	2
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
[6]
	Коллоквиум

	2.3
	Задача Коши для уравнения колебаний струны

1 Физическая интерпретация.
2  Метод характеристик решения задачи Коши для однородного уравнения колебаний струны.
3  Формула Даламбера.
4  Задача Коши для неоднородного уравнения колебаний струны.
5  Корректность задачи Коши.
	
	
	2
	2
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
[6]
	Опрос
Защита 
отчетов по лабораторной работе

	2.4
	Задача Коши для уравнения параболического типа

1. Понятие интегральных преобразований.
2. Метод интегральных преобразований решения задачи Коши для уравнения параболического типа.
3. Задача Коши для уравнения теплопроводности. Формула Пуассона.
4.Принцип экстремума для уравнения теплопроводности.
5. Единственность и устойчивость решения задачи Коши для уравнения теплопроводности.
	2
	
	2
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
[6]
	Защита 
отчетов по лабораторной работе 

	2.5
	Обобщенные решения дифференциальных уравнений

1. Финитные функции.
2.  Обобщенные функции.
3.  
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-функция Дирака. 
4. Дифференцирование обобщенных функций. 
5. Понятие фундаментального решения дифференциального уравнения.
6.  Фундаментальное решение уравнения Колмогорова.
	2
	
	
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
[6]
	

	
	Текущий контроль успеваемости студентов по разделу № 2
	
	
	1
	
	
	
	Тестирование

	3
	Смешанные задачи для гиперболических и параболических уравнений
	6
	
	12
	
	
	
	

	3.1
	Смешанная задача для однородных уравнений гиперболического параболического типа
1. Начальные и граничные условия. 
2. Граничные условия первого, второго и третьего рода.
3.  Физическая  интерпретация.
4.  Смешанные задачи для уравнения колебаний струны.
5.  Постановка смешанных задач для уравнения теплопроводности в стержне и пластине.
	2
	
	2
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
[6]
	Защита 
отчетов по лабораторной работе

	3.2
	Задача Штурма - Лиувилля. Общая схема метода Фурье
1. Постановка задачи Штурма – Лиувилля.
2.  Свойства собственных значений и собственных функций.
3.  Теорема Стеклова (формулировка).
4.  Метод Фурье в многомерном случае.
	2
	
	4
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5], [6]
	Защита 
отчетов по лабораторной работе

	3.3
	Решение методом разделения переменных смешанных задач для однородных уравнений колебаний струны и теплопроводности
1. Смешанная задача для однородного уравнения колебаний струны. 
2. Смешанная задача для однородного уравнения теплопроводности в стержне.
3.  Корректность ре решения первой смешанной задачи для уравнения теплопроводности. 
4. Смешанная задача для однородного уравнения теплопроводности в пластине.
5.  Решение методом разделения переменных смешанных задач для неоднородных уравнений колебаний струны и теплопроводности.
	2
	
	4
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
[6]
	Защита 
отчетов по лабораторной работе

	
	Текущий контроль успеваемости студентов по разделу № 3
	
	
	
	2
	
	
	Контрольная работа

	4
	Краевые задачи  для уравнений эллиптического типа
	4
	
	4
	2
	
	
	

	4.1
	Уравнения Лапласа и Пуассона. Гармонические функции
1. Уравнения Лапласа и Пуассона.
2.  Типы краевых задач для уравнений эллиптического типа. 
3. Фундаментальное решение уравнения Лапласа.
4.  Гармонические функции. 
5. Формулы Грина. Интегральная теорема Гаусса
	
	
	
	2
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
[6]
	Собеседование

	4.2

	Основные свойства гармонических функций
1. Интегральное представление произвольной и гармонической функций.
2.  Дифференцируемость гармонических функций.
3.  Теоремы о среднем.
4.  Принцип экстремума для гармонических функций.
	2
	
	
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
[6
	

	4.3
	Задачи Дирихле и Неймана
1. Задача Дирихле для уравнения Пуассона.
2.  Задача Неймана для уравнения Пуассона.
3.  Метод разделения переменных решения задач Дирихле и Неймана для круга.
4.  Корректность внутренних и внешних задач для уравнений Лапласа и Пуассона.
	2
	
	4
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
[6]
	Защита 
отчетов по лабораторной работе

	5
	Уравнения с частными производными в экономических моделях
	4
	
	4
	2
	
	
	

	5.1
	Стохастические процессы. Уравнение Колмогорова

1. Одномерные марковские стохастические процессы. 
2. Многомерные марковские стохастические процессы.
3.  Многомерные стохастические процессы. 
4. Переходная функция плотности вероятностей одномерных стохастических процессов. 
5. Уравнение Колмогорова для стохастических процессов. 
	
	
	
	2
	
	[5]
[6]
[7 д]
	Реферат

	5.2
	Моделирование денежных накоплений семьи

1. Моделирование денежных накоплений семьи с помощью обыкновенных стохастических дифференциальных уравнений.
2.  Параболическое уравнение денежных накоплений.
3.  Постановка задач для уравнения денежных накоплений.
4.  Решение задачи. Коши для уравнения денежных накоплений.
	2
	
	2
	
	
	[5]
[6]
[7 д]
	

	5.3
	Моделирование динамики стоимости акций

1. Параболические уравнения для плотности акций в пространстве цен.
2.  Смешанная задача для уравнения плотности акций.
3.  Уравнение Блэка – Шоулса.
4.  Смешанная задача для функции стоимости опциона.
	2
	
	2
	
	
	[5]
[6]
[7 д]
	

	
	Всего часов за 3 семестр
	24
	-
	34
	10
	
	
	


ИНФОРМАЦИОННО-МЕТОДИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Перечень практических занятий

1
Основные понятия и определения уравнений с частными производными. Классификация уравнений второго порядка с двумя независимыми переменными. Аналитические решения простейших уравнений
2
Приведение к каноническому виду уравнений в частных производных второго порядка в случае двух переменных.

3
Классификация и приведение к каноническому виду уравнений в частных производных второго порядка в случае многих независимых переменных.

4
Общее решение уравнений с частными производными второго порядка гиперболического типа с двумя независимыми переменными.
5
Метод характеристик решения задачи Коши для гиперболических уравнений.

6
Метод интегральных преобразований решения задачи Коши для уравнений параболического  и гиперболического типа.
7
Постановка смешанных задач для уравнения колебаний струны и уравнения теплопроводности. Физическая  интерпретация граничных условий.

8
Задача Штурма – Лиувилля. Смешанная задача для уравнения колебаний струны с однородными граничными условиями. 

9
Решение методом разделения переменных смешанных задач для уравнений теплопроводности в стержне с однородными граничными условиями.
10
Решение методом разделения переменных смешанных задач для уравнений колебаний струны и теплопроводности с неоднородными граничными условиями.
11
Решение смешанных задач с неоднородными граничными условиями для неоднородных уравнений колебаний струны и теплопроводности.

12
Решение задач  Дирихле и Неймана для уравнений Лапласа и Пуассона.
13
Метод Фурье решения смешанных задач для уравнения теплопроводности в пластине.
14
Примеры марковских стохастических процессов. Уравнение Колмогорова для стохастических процессов. Решение задачи. Коши для стохастических дифференциальных уравнений.

15
Постановка и решение смешанных задач для уравнения денежных накоплений и уравнения Блэка – Шоулса.
Формы контроля знаний
1 Контрольные работы

2 Опрос

3 Собеседование
4 Коллоквиум
5Тестирование

Темы контрольных работ
1  Классификация и приведение к каноническому виду линейных уравнений с частными производными второго порядка
2  Решение задачи Коши для одномерных волнового уравнения и уравнения теплопроводности
3  Решение смешанных задач для волновых уравнений и уравнений теплопроводности
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